
การประยุกต์ของอนุพนัธ์ บทที ่
Applications of Differentiation 3 

 
 การประยุกตอ์นุพนัธ์สามารถใชไ้ดใ้นศาสตร์หลากหลายดา้นของการเปล่ียนแปลงต่าง ๆ 
ทั้งทางด้านวิศวกรรมศาสตร์ ท่ีใช้ในการหาอตัราการเปล่ียนแปลงต่าง ๆ เม่ือเทียบกบัเวลา ใน
เศรษฐศาสตร์ใชก้บัทางดา้นอุปสงคอุ์ทาน การจา้งงาน และการวิเคราะห์รวมไปถึงทางดา้นการเงิน
ท่ีเช่ือมโยงความสัมพนัธ์ต่อกนัไดอ้ยา่งเป็นระบบโดยภาพรวม ทางดา้นบริหารธุรกิจ ประยุกตก์าร
ค านวณหาค่าผลก าไร ขาดทุน จุดคุม้ทุน จากค่าสูงสุดต ่าสุดของฟังกช์นั เป็นตน้ 
 
จุดมุ่งหมายการเรียนรู้ 
 1. เขา้ใจการประยกุตข์องอนุพนัธ์ในหลายศาสตร์ 
 2. สามารถน าไปประยกุตใ์ชไ้ด ้
 3. วเิคราะห์เช่ือมโยงความสัมพนัธ์ต่อกนัไดอ้ยา่งเป็นระบบ 
 

3.1 ฟังก์ชันเพิม่และฟังก์ชันลด (Increasing and decreasing functions) 
 ถา้ )(xf  เป็นฟังกช์นัเพิ่มในช่วงใด ๆ  เม่ือส าหรับทุกค่าระหวา่ง 1x และ 2x ในช่วงนั้น  
ถา้ 21 xx   แลว้ )()( 21 xfxf    
   y              y 
 

  
 

 
รูปที ่3.1 ฟังกช์นัเพิ่ม 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 จากรูป จะเห็นไดว้า่ 21 xx   และ )()( 21 xfxf   จะไดว้า่ )(xf  เป็นฟังกช์นัเพิ่ม และ 
เส้นสัมผสัเส้นโคง้ท่ีมีความชนัเป็นบวกส าหรับทุก 21 xxx   
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 ถา้ )(xf  เป็นฟังก์ชันลดในช่วงใด ๆ  เม่ือส าหรับทุกค่าระหว่าง 1x  และ 2x ในช่วงนั้น  
ถา้ 21 xx   แลว้ )()( 21 xfxf    
               y         y 

                 
 
 
 

                 

รูปที ่3.2 ฟังกช์นัลด 
 ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564)  

   จากรูป จะเห็นไดว้า่ 21 xx   และ )()( 21 xfxf   จะไดว้า่ )(xf  เป็นฟังกช์นัลด และ 
เส้นสัมผสัเส้นโคง้ท่ีมีความชนัเป็นลบส าหรับทุก 21 xxx   
 
  ถา้ )(xf  เป็นฟังก์ชนัค่าคงตวั (Constant function) ในช่วงใด ๆ เม่ือส าหรับทุกค่าระหวา่ง   

1x  และ 2x  ในช่วงนั้น ถา้ 21 xx   แลว้ )()( 21 xfxf    

   
 
 
 

 

รูปที ่3.3 ฟังกช์นัค่าคงตวั 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ส าหรับทุกค่าระหวา่ง 1x  และ 2x  จะได ้ )()( 21 xfxf   จะไดว้า่ )(xf  เป็นฟังกช์นัค่าคงตวั 
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ตัวอย่าง 3.1 จากกราฟของฟังก์ชัน )(xf  ดงัรูป จงพิจารณาว่าเป็นฟังก์ชันเพิ่ม ฟังก์ชันลด หรือ
ฟังกช์นัค่าคงตวัในช่วงใด ๆ 

 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที ่3.4 กราฟของฟังกช์นัเพิ่ม 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 จะไดว้า่ )(xf เป็นฟังกช์นัเพิ่มในช่วง  1,5   และ  5,1  และเป็นฟังกช์นัค่าคงตวัในช่วง 
 1,1 โดยสังเกตไดจ้าก )(xf เป็นฟังกช์นัเพิ่มในช่วง 

   1,5                        และ             5,1                                                                     

x  -5 -3 -1  
 

x  1 3 5 

y  -70 -10 0 y  0 10 70 

ฟังก์ชนัเพิ่ม จะสังเกตไดว้า่ ถา้ค่า x  เพิ่ม แลว้ y  เพิ่ม หรือ ถา้ค่า x  ลด แลว้ y  ลด ซ่ึงจะ
เป็นไปในทิศทางเดียวกนั )(xf เป็นฟังกช์นัค่าคงตวัในช่วง  

                                 1,1  

x  -1 0 1 

y  0 0 0 

ฟังกช์นัค่าคงตวั ไม่วา่ x  จะเพิ่มหรือลด ค่า y  มีค่าเท่าเดิมเสมอ 
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ตัวอย่าง 3.2 จากกราฟของฟังก์ชัน )(xf  ดงัรูป จงพิจารณาว่าเป็นฟังก์ชันเพิ่ม ฟังก์ชันลด หรือ
ฟังกช์นัค่าคงตวัในช่วงใด ๆ 

 

 

 

 

 
 

รูปที ่3.5 กราฟของฟังกช์นัลด 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

)(xf เป็นฟังกช์นัลดในช่วง  2,2  โดยสังเกตไดจ้าก 

x  -2 -1 0 1 2 

y  8 1 0 -1 -8 

ฟังก์ชันลดสังเกตได้ว่า ถ้าค่า x  เพิ่ม แล้ว y  ลด หรือ ถ้าค่า x  ลด แล้ว y  เพิ่ม ซ่ึงจะ
เป็นไปในทิศทางตรงกนัขา้ม  
 

3.2 จุดวกิฤต (Critical points) 
จุดวกิฤตของฟังกช์นั )(xf  คือ จุดบนกราฟ ณ ท่ี cx   โดย 0)(  cf  หรือ )(cf   หาค่า

ไม่ได้ รวมถึงกรณี  )(cf  ด้วย และจะเรียก )(cf  ว่าค่าวิกฤต (Critical value) ของฟังก์ชัน 
)(xf  

ขั้นตอนการหาจุดวกิฤต    
1. จากบทนิยาม คือ หาอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงของฟังกช์นั โดย 0)(  xf  
2. แกส้มการทางคณิตศาสตร์เพื่อใหไ้ดจุ้ดวกิฤต ณ จุด x  ใด ๆ 
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ตัวอย่าง 3.3 ถา้ 11862)( 23  xxxxf  จงหาจุดวกิฤตและค่าวกิฤตทั้งหมดของฟังกช์นั 

วธีิท า    18126)( 2  xxxf   

จากบทนิยาม  0)(  xf  

              018126 2  xx  

  0)32(6 2  xx  

  0)3)(1(6  xx  

  0)3)(1(  xx  

        3,1x  

ค่าวกิฤต ณ ท่ี 1x            1)1(18)1(6)1(2)1( 23 f  

               = 2 )1( – 6 + 18 + 1 

               = 11 

ค่าวกิฤต ณ ท่ี 3x              1)3(18)3(6)3(2)3( 23 f  

               = 2(27) – 6(9) – 54 + 1 

               = – 53 

ดงันั้น จุดวกิฤต 2 จุด คือ )11,1(  และ )53,3(    
 
ตัวอย่าง 3.4  ถา้ 1ln)(  xxxf  จงหาจุดวกิฤตและค่าวกิฤตทั้งหมดของฟังกช์นั 

วธีิท า พิจารณาค่าของฟังกช์นัเม่ือ 0x เน่ืองจากค่าหลงั log  หรือ ln  ตอ้งมีค่ามากกวา่ 0 
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                          xxf ln1)(    เม่ือ x > 0 

จากบทนิยาม          0)(  xf  

          0ln1  x  

               1ln x  

              1ln  ee x  

                  1 ex  

      
e
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3.3 ค่าสุดขดีของฟังก์ชัน (Extreme value of function) 
       ค่าสุดขีดของฟังก์ชัน คือ ค่าสูงสุดหรือต ่าสุดของฟังก์ชัน (Maximum and minimum of 
function) 

 3.3.1 ค่าสูงสุดสัมบูรณ์และค่าต ่ าสุดสัมบูรณ์ของฟังก์ชัน (Absolute maximum and 
minimum of function) 
 ฟังกช์นั f มีค่าสูงสุดสัมบูรณ์ท่ี cx  เม่ือ )()( xfcf   ส าหรับทุกค่า x  ในโดเมนของ f  
 ฟังกช์นั f มีค่าต ่าสุดสัมบูรณ์ท่ี cx  เม่ือ )()( xfcf   ส าหรับทุกค่า x  ในโดเมนของ f  
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ค่าสูงสุดสัมบูรณ์หรือค่าต ่าสุดสัมบูรณ์ของฟังกช์นั สามารถเรียกไดว้า่ “ค่าสุดขีดสัมบูรณ์” 
(Absolute extreme) 
 การพิจารณาจากกราฟของฟังกช์นั )(xfy  โดยท่ีโดเมนของฟังกช์นั f คือ สมาชิกทุกตวั
หรือทุกคา่ของ x  อยูร่ะหวา่งค่า a  และ b  ดงัรูป 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.6 กราฟแสดงค่าสุดขีดสัมบูรณ์ 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

จากกราฟ  
-  ค่าสูงสุดสัมบูรณ์ คือ )( 2cf และจุดสูงสุดสัมบูรณ์ คือ  )(, 22 cfc   

-  ค่าต ่าสุดสัมบูรณ์ คือ )(bf และจุดต ่าสุดสัมบูรณ์ คือ  )(, bfb  

ข้อสังเกต  ค่าสูงสุดสัมบูรณ์และค่าต ่าสุดสัมบูรณ์ของฟังก์ชันจะมีได้เพียงอย่างละ1 ค่าเท่านั้ น
ในช่วงโดเมนของฟังกช์นั f  
 
 3.3.2 ค่าสูงสุดสัมพัทธ์และค่าต ่าสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชัน (Local or relative maximum 
and minimum of function) 

ฟังก์ชัน f มีค่าสูงสุดสัมพัทธ์ ท่ี cx  เม่ือ )()( xfcf   ส าหรับทุกค่า x  ในช่วง I  
ช่วงหน่ึง ๆ ของโดเมนของ f  

ฟั งก์ชัน f มีค่ าต ่ าสุดสัมพัทธ์ ท่ี cx  เม่ือ )()( xfcf   ส าห รับทุกค่า x  ในช่วง I  
ช่วงหน่ึง ๆ ของโดเมนของ f  

a 
c1 

c2 

b 
c4 c3 

)(xfy 
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ค่าสูงสุดสัมพทัธ์หรือค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังก์ชนั สามารถเรียกไดว้า่ “ค่าสุดขีดสัมพทัธ์” 
(Local or relative extreme) 

พิจารณาจากกราฟของฟังกช์นั )(xfy  โดยช่วง I  ช่วงหน่ึง ๆ ของโดเมนในฟังกช์นั f  ดงัรูป 

 
 
 
 
 
 

 
รูปที ่3.7 กราฟแสดงค่าสุดขีดสัมพทัธ์ 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

จากกราฟ  -  ค่าสูงสุดสัมพทัธ์ คือ )( 1cf และจุดสูงสุดสัมพทัธ์ คือ  )(, 11 cfc  
-  ค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ )( 2cf และจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ  )(, 22 cfc  

ข้อสังเกต  ค่าสูงสุดสัมพทัธ์ไม่จ  าเป็นตอ้งเป็นค่าสูงสุดท่ีแสดงอยูใ่นกราฟและค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ก็
ไม่จ  าเป็นตอ้งเป็นค่าต ่าสุดท่ีอยูใ่นกราฟเช่นกนั เน่ืองจากสนใจในช่วง I  ช่วงหน่ึงเท่านั้นในโดเมน
ของฟังกช์นั f  

 ถา้ f  เป็นฟังก์ชนัต่อเน่ืองบนช่วงใด ๆ และ f  เป็นฟังก์ชนัท่ีสามารถหาอนุพนัธ์ไดทุ้ก
ค่าของ x  ระหวา่งค่าในช่วงนั้น ๆ จะไดว้า่ 

1. ถา้ 0)(  xf  ส าหรับทุกค่า x  ระหวา่งค่าในช่วงนั้น ๆ แลว้ f จะเป็นฟังกช์นัเพิ่มบน
ช่วงนั้น 

2. ถา้ 0)(  xf  ส าหรับทุกค่า x  ระหวา่งค่าในช่วงนั้น ๆ แลว้ f จะเป็นฟังกช์นัเพิ่มลด
ช่วงนั้น 

3. ถา้ 0)(  xf  ส าหรับทุกค่า x  ระหวา่งค่าในช่วงนั้น ๆ แลว้ f จะเป็นฟังกช์นัคงตวั
บนช่วงนั้น 

c2 

c1 

ช่วง I 

)(xfy 
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หมายเหตุ อนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงของฟังก์ชนั f  หรือ )(xf   คือ ความชนัของเส้นสัมผสัท่ีจุดใด ๆ
นั้นเอง 

 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.8 กราฟแสดงความชนัของเส้นสัมผสั 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
 จากรูป ให้จุด 1x , 2x , 3x , 4x และ 5x  เป็นจุดของเส้นสัมผสัความชนับนเส้นโคง้ )(xfy 

โดยพิจารณาความชนัของเส้นสัมผสัเส้นโคง้ของจุดต่าง ๆ จะไดว้า่ 
- ท่ีจุด 1x  เส้นสัมผสัเส้นโคง้มีความชนัเป็นค่าลบ และเส้นโคง้มีลกัษณะด่ิงลง  
- ท่ีจุด 2x  เส้นสัมผสัเส้นโคง้มีความชนัเป็นศูนย ์ 
- ท่ีจุด 3x  เส้นสัมผสัเส้นโคง้มีความชนัเป็นค่าบวก และเส้นโคง้มีลกัษณะด่ิงข้ึน 
- ท่ีจุด 4x  เส้นสัมผสัเส้นโคง้มีความชนัเป็นศูนย ์ 
- ท่ีจุด 5x  เส้นสัมผสัเส้นโคง้มีความชนัเป็นค่าลบ และเส้นโคง้มีลกัษณะด่ิงลง  

 โดยท่ีจุด 2x  จะเปล่ียนจากโคง้ลงเป็นโคง้ข้ึน โดยให้ค่าต ่าสุด ณ จุดนั้น ซ่ึงเปล่ียนจาก
ความชนัลบไปเป็นบวกและ 5x  เปล่ียนจากโคง้ข้ึนเป็นโคง้ลง โดยให้ค่าสูงสุด ณ จุดนั้น ซ่ึงเปล่ียน
จากความชนับวกไปเป็นลบ 

 
 
 
 

)(xfy 

 x5 

x1 

x2 

x4 

x3 
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ตัวอย่าง 3.5 จงหาค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังก์ชนั )(xf ในช่วง 1I  , 2I , 3I และค่าสูงสุด
หรือต ่าสุดสัมบูรณ์ของฟังกช์นัในโดเมน f  จากกราฟ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่3.9 กราฟแสดงค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
ในช่วง 1I   

-  ค่าสูงสุดสัมพทัธ์ คือ )( 2cf และจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ  )(, 22 cfc   
-  ค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ )( 1cf และจุดสูงสุดสัมพทัธ์ คือ  )(, 11 cfc  

ในช่วง 2I   
-  ค่าสูงสุดสัมพทัธ์ คือ )( 2cf และจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ  )(, 22 cfc  

-  ค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ )( 3cf และจุดสูงสุดสัมพทัธ์ คือ  )(, 33 cfc  

ในช่วง 3I   
-  ค่าสูงสุดสัมพทัธ์ คือ )( 4cf และจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ  )(, 44 cfc  

-  ค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ )( 3cf  และจุดสูงสุดสัมพทัธ์ คือ  )(, 33 cfc  

ในโดเมน f   
-  ค่าสูงสุดสัมบูรณ์ คือ )( 2cf และจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ  )(, 22 cfc  

-  ค่าต ่าสุดสัมบูรณ์ คือ )(bf และจุดสูงสุดสัมพทัธ์ คือ  )(, bfb  

I3 
I2 

I1 

a 
c1 

c2 
b 

c4 c3 

y = f (x) 
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 3.3.3 การทดสอบหาค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังก์ชัน  
 การหาจุดสูงสุดหรือต ่าสุดของฟังก์ชนั จะตอ้งมีเง่ือนไขโดยพิจารณาท่ีจุดวิกฤต ดงันิยาม
ในหวัขอ้ 3.2 ท่ีแสดงไวใ้หแ้ลว้ โดยมี 2 วธีิ คือ 

1. การพิจารณาของการเปล่ียนเคร่ืองหมายโดยอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึง 
- ถา้ )(xf   เปล่ียนจากค่าบวกไปเป็นค่าลบ แสดงวา่ฟังก์ชนั f  มีค่าสูงสุดสัมพทัธ์ของ

ฟังก์ชัน คือ )(cf ท่ี cx  โดยจากการแทนค่าใกล้ c  จากทางซ้ายและทางขวา
ใน )(xf   

- ถา้ )(xf  เปล่ียนจากค่าลบไปเป็นค่าบวก แสดงวา่ฟังก์ชนั f  มีค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ของ
ฟังก์ชัน คือ )(cf  ท่ี cx  โดยจากการแทนค่าใกล้ c  จากทางซ้ายและทางขวา
ใน )(xf   

- ถา้ )(xf   ไม่เปล่ียนเคร่ืองหมายจากค่าบวกไปเป็นค่าลบ หรือจากค่าลบไปเป็นค่าบวก 
แสดงวา่ฟังกช์นั f  ไม่มีค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั ท่ี cx   

หมายเหตุ การแทนค่าท่ีนอ้ยกวา่และมากกวา่ c  เพียงเล็กนอ้ยเท่านั้น 

 การหาค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังก์ชัน โดยเร่ิมจากการหาจุดวิกฤตและท าการ
พิจารณาค่าในแต่ละช่วงของ )(xf   ทั้งทางดา้นซา้ยและขวาของจุดวกิฤต 
 
ขั้นตอนการหาค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังก์ชัน 

1. จากบทนิยาม คือหาอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงของฟังกช์นั โดย 0)(  xf  
2. แกส้มการทางคณิตศาสตร์เพื่อใหไ้ดค้่าวกิฤต ณ จุด x  ใด ๆ 
3. พิจารณาค่าในแต่ละช่วงของ )(xf   

 
ตัวอย่าง 3.6 จงหาค่าและจุดสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังก์ชัน 52492)( 23  xxxxf  

และใชโ้ปรแกรม FreeMat ในการวาดกราฟ 

วธีิท า   24186)( 2  xxxf   

1. จากบทนิยาม    0)(  xf                
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    024186 2  xx  
หาร 6 ตลอดทั้งสมการ        0432  xx                

       0)1)(4(  xx    
  ค่า x  ท่ีท  าใหเ้กิดจุดวกิฤต  คือ            4,1 x    

ค่าวกิฤต ท่ี 1x   5)1(24)1(9)1(2)1( 23 f  

               524)1(9)1(2   

               52492   
               8  

ค่าวกิฤต ท่ี 4x             5)4(24)4(9)4(2)4( 23 f  

               596)16(9)64(2   

               596144128   
               115  

  ดงันั้น จุดวกิฤต 2 จุด คือ (1, -8) และ (-4, 115)  

2. น าค่า x  ท่ีท  าใหเ้กิดจุดวกิฤตมาพิจารณาโดยการทดสอบการเปล่ียนเคร่ืองหมายจาก
ทางดา้นซา้ยและขวาของจุดวิกฤต 

- พิจารณา จุดวกิฤต (-4, 115) 
        )4(  xf         )4(  xf  

เลือกท่ีใกล ้เช่น              5x          3x  
  

จาก  )1)(4(6)(  xxxf  
         )15)(45(6)5( f    )13)(43(6)3( f  
          = ( + ) ( - ) ( - )               = ( + ) ( + ) ( - ) 
          = ( + )                = ( - ) 

จะเห็นไดว้่าเคร่ืองหมายเปล่ียนจากค่าบวกไปเป็นค่าลบ แสดงว่า ณ จุดวิกฤต ท่ี 4x

เป็นค่าสูงสุดสัมพทัธ์ คือ 116 และจุด (-4, 116) เป็นจุดสูงสุดสัมพทัธ์ 

4x  



บทที่  3  การประยุกต์ของอนุพันธ์  | 127 

 Calculus 1 
 

- พิจารณา จุดวกิฤต  (1, – 8) 
                 )1(  xf               )1(  xf  

เลือกท่ีใกล ้คือ        0x                   2x  
  

จาก  )1)(4(6)(  xxxf  
         )10)(40(6)0( f     )12)(42(6)2( f  
          = ( + ) ( + ) ( - )               = ( + ) ( + ) ( + ) 
          = ( - )                = ( + ) 

จะเห็นไดว้า่เคร่ืองหมายเปล่ียนจากค่าลบไปเป็นค่าบวก แสดงวา่ ณ จุดวกิฤต ท่ี 1x  เป็น
ค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ –8 และจุด (1, –8) เป็นจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ 

 กราฟของฟั งก์ชัน  52492)( 23  xxxxf  จากการใช้โปรแกรม FreeMat เพื่ อ
สามารถใชใ้นการตรวจสอบไดว้า่ไดท้  าการหาค่าหรือจุดต่าง ๆ ถูกตอ้งหรือไม่ โดยมีวธีิการดงัน้ี 

1. เปิดโปรแกรม FreeMat > New File ดงัภาพ  

 

รูปที ่3.10 โปรแกรม FreeMat 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

1 
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2. จะไดด้งัภาพ และเขียนโปรแกรมส าหรับการสร้างกราฟ 
 

 

รูปที ่3.11 การประมวลผลของโปรแกรม FreeMat 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
3. ท าการบนัทึกไฟลพ์ร้อมตั้งช่ือและประมวลผลโปรแกรม save > save as > test.m > 

Execute  
 

 

รูปที ่3.12 การบนัทึกไฟลแ์ละประมวลผลของโปรแกรม FreeMat 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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จะไดก้ราฟของฟังกช์นั 52492)( 23  xxxxf  

 
รูปที ่3.13 กราฟของฟังกช์นั 52492)( 23  xxxxf  

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

 ค่าสูงสุดสัมพทัธ์ คือ 116 และจุดสูงสุดสัมพทัธ์ (-4, 116)  

 ค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ -8 และจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ (1, -8)  

ขอ้ดีจากการท่ีสร้างกราฟไดเ้อง คือ สามารถตรวจสอบค าตอบจากการค านวณไดจ้ากรูป 
 

ตัวอย่าง 3.7 จงหาค่าและจุดสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพัทธ์ของฟังก์ชัน 3

2

3

5

2)( xxxf   และใช้
โปรแกรม FreeMat ในการวาดกราฟ 

วธีิท า      1
3

2
1

3

5

3

2
2

3

5
)(











 xxxf  

     3

1

3

2

3

4

3

5 

 xx             

    
3

1

3

1

3

1

3

2

3

4

3

5

xx

x
x 

















   

    
3

1

3

1

3

4

3

5

xx

x
  

3

1

3

45

x

x 
   
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1. จากบทนิยาม    0)(  xf   

    0

3

45

3

1




x

x    โดยท่ี 0x  

                  045 x  

                        45 x  

            5

4
x  

 
2. เน่ืองจาก  )0(f ไม่มีค่า เม่ือ 0x  จะได ้ 0)0( f  

 ค่า x  ท่ีท  าใหเ้กิดจุดวกิฤต 
5

4
,0x  

ค่าวกิฤต ท่ี 0x    0)0( f  

ค่าวกิฤต ท่ี 
5

4
x                3

2

3

5

5

4
2

5

4

5

4


























f  

                
3

2

3

5

5

4
2

5

4

















  

                            
3

2

3

2

5

4
2

5

4

5

4

























  

                
















 2

5

4

5

4 3

2

 

                           


















5

5
)2(

5

4

5

4 3

2

 

                           


















5

6

5

4 3

2

 

                           
3

2

5

4

5

6








  

 ดงันั้น จุดวกิฤต 2 จุด คือ (0, 0) และ 


























3

2

5

4

5

6
,

5

4   
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3. น าค่า x  ท่ีท  าให้เกิดจุดวิกฤตมาพิจารณาโดยการทดสอบการเปล่ียนเคร่ืองหมายจาก
ทางดา้นซา้ยและขวาของจุดวกิฤต 

- พิจารณา จุดวกิฤต  (0, 0) 
       0)(  xf   0)(  xf  

เลือกท่ีใกล ้คือ        
2

1
x        

2

1
x  

      

จะเห็นไดว้่าเคร่ืองหมายไม่เปล่ียน แสดงว่า )(xf ณ จุดท่ี 0x ไม่มีค่าสูงสุดและต ่าสุด
สัมพทัธ์ และ )(xf  เป็นฟังกช์นัลดท่ี 0x  

- พิจารณา จุดวกิฤต  


























3

2

5

4

5

6
,

5

4  

                  
5

4
)(  xf   

5

4
)(  xf  

เลือกท่ีใกล ้คือ        
2

1
x                   1x  

  

จะเห็นไดว้่าเคร่ืองหมายเปล่ียนจากค่าลบไปเป็นค่าบวก แสดงว่า ณ จุดวิกฤต ท่ี 
5

4
x  

เป็นค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ 3

2

5

4

5

6








  และจุด 



























3

2

5

4

5

6
,

5

4 เป็นจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ 

กราฟของฟังกช์นั 3

2

3

5

2)( xxxf    โดยใชโ้ปรแกรม FreeMat ในการวาดกราฟ 

         ( - )     0                ( - ) 

    ( - )                 
5

4             ( + ) 
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รูปที ่3.14 กราฟของฟังกช์นั 3

2

3

5

2)( xxxf   
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
ตัวอย่าง 3.8 จงหาค่าและจุดสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั 5)( 4  xxf และใชโ้ปรแกรม 
FreeMat ในการวาดกราฟ 

วธีิท า                34)( xxf                   

1. จากบทนิยาม             0)(  xf   
                      04 3 x  
      0x  
 

2. ค่า x  ท่ีท  าใหเ้กิดจุดวกิฤต    0 x  

 ค่าวกิฤต ท่ี 0x               50)0( 4 f  

                        5  

 ดงันั้น จุดวกิฤต 1 จุด คือ (0, -5)  

3. น าค่า x  ท่ีท  าให้เกิดจุดวิกฤตมาพิจารณาโดยการทดสอบการเปล่ียนเคร่ืองหมายจาก
ทางดา้นซา้ยและขวาของจุดวกิฤต 
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- พิจารณา จุดวกิฤต  (0, -5) 
       0)(  xf   0)(  xf  

เลือกท่ีใกล ้คือ        1x      2x  
  

จะเห็นไดว้า่เคร่ืองหมายเปล่ียนจากค่าลบไปเป็นค่าบวก แสดงวา่ ณ จุดวิกฤต ท่ี 0x เป็น
ค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ -5 และจุด (0, -5) เป็นจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ 

กราฟของฟังกช์นั 5)( 4  xxf  จะไดจ้ากใชโ้ปรแกรม FreeMat ในการวาดกราฟ 

 
รูปที ่3.15 กราฟของฟังกช์นั 5)( 4  xxf  

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

2. การหาค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นัโดยอนุพนัธ์อนัดบัท่ีสอง 
เป็นวธีิการท่ีง่ายในการหาโดยใชอ้นุพนัธ์อนัดบัท่ีสองตามวธีิการต่อไปน้ี 

ขั้นตอนการหาค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังก์ชัน  
1. จากบทนิยาม คือหาอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงของฟังกช์นั โดย 0)(  xf  
2. แกส้มการทางคณิตศาสตร์เพื่อใหไ้ดค้่าวกิฤต ณ จุด x  ใด ๆ  
3. ทดสอบค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์จากค่าวิกฤต โดยการหา )(xf   เช่น ถ้าได้ ค่า

วกิฤต ax   และพิจารณาดงัน้ี 

 ( - )              0            ( + ) 
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3.1 ถา้ 0)(  af   แลว้ )(af จะเป็นค่าสูงสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั ณ จุด a   
3.2 ถา้ 0)(  af   แลว้ )(af  จะเป็นค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั ณ จุด a  
3.3 ถา้ 0)(  af   ไม่สามารถสรุปได้ว่าเป็นค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ ซ่ึงจะตอ้ง

กลบัไปใชว้ธีิการหาแบบอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึง 
 

ตัวอย่าง 3.9 จงหาค่าและจุดสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั 193)( 23  xxxxf   

วธีิท า    963)( 2  xxxf   

1. จากบทนิยาม  0)(  xf  

                    0963 2  xx  

หาร 3 ตลอดทั้งสมการ      0322  xx  

                      013  xx  

2. ค่า x  ท่ีท  าใหเ้กิดจุดวกิฤต   1,3 x  

3. ทดสอบค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์จากค่าวกิฤต โดยการหา 66)(  xxf  

น าค่า 1,3x  แทนใน )(xf   

- พิจารณา ค่าวกิฤต  3x                  

    0126)3(6)3( f  
ดงันั้น )3(f  ใหค้่าสูงสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั คือ 
    1)3(9)3(3)3()3( 23 f  

               28127)9(327 2   

- พิจารณา ค่าวกิฤต  1x                 

     0126)1(6)1( f  

ดงันั้น )1(f   ใหค้่าต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั คือ 
       1)1(9)1(31)1( 23 f  
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               41931)1( f  

ค่าสูงสุดสัมพทัธ์ คือ 28 และจุดสูงสุดสัมพทัธ์ (– 3, 28)  

ค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ – 4 และจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ (1, – 4)  
 
ตัวอย่าง 3.10 จงหาค่าและจุดสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั xexxf  2)(    

วธีิท า                   )2(1)( 2 xeexxf xx    

                                  
xx xeex   22  

1. จากบทนิยาม  0)(  xf  

          022   xx xeex  

               0)2(  xxe x  
                  0)2(  xxe x  

         2,0x  

2. ค่า x  ท่ีท  าใหเ้กิดจุดวกิฤต  2,0 x  
 

3. ทดสอบค่าสูงสุดหรือต ่าสุดสัมพทัธ์จากค่าวกิฤต โดยการหา 

    xxx exexxexf   )1()2()1()(  

                              xxx xeexxe   )2(  

- พิจารณา ค่าวกิฤต 0x   

     000 )0()02()0()0(   eeef  
               )01(20   

               02   

ดงันั้น )0(f   ใหค้่าต ่าสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั คือ 

   020)0(  ef   
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                  )1(0)0( f  

                                0  

- พิจารณา ค่าวกิฤต 2x   

     222 2)22(2)2(   eeef  

               02 2  e  

ดงันั้น )2(f   ใหค้่าสูงสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั คือ 

   222)2(  ef   

                  24  e  

ค่าต ่าสุดสัมพทัธ์ คือ 0 และจุดต ่าสุดสัมพทัธ์ (0, 0)  

ค่าสูงสุดสัมพทัธ์ คือ 2 และจุดสูงสุดสัมพทัธ์ คือ )4,2( 2e  
 

3.4 การประยุกต์ใช้ค่าต ่าสุดหรือค่าสูงสุดของฟังก์ชัน 
 การหาความสัมพนัธ์ของสมการต่าง ๆ ในการแกปั้ญหาทางคณิตศาสตร์โดยอาศยัอนุพนัธ์ 
ซ่ึงโจทยป์ระยุกต์ท่ีก าหนดให้จะตอ้งท าการสร้างสมการและวาดรูปประกอบตามเง่ือนไข เพื่อ
แสดงถึงความสัมพนัธ์ไดง่้ายข้ึน แลว้ก าหนดตวัแปรใหก้บัปริมาณต่าง ๆ ถา้มีตวัแปรมากกวา่ 1 ตวั
แปร จะต้องท าให้ เหลือตัวแปรเดียวโดยอาศัยเง่ือนไขจากโจทย์และสร้างสมการแสดง
ความสัมพนัธ์ของตวัแปรให้เหลือเพียงสมการเดียวของส่ิงท่ีโจทยต์อ้งการ จึงน ามาทดสอบหาค่า
ต ่าสุดหรือสูงสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นั 

ตัวอย่าง 3.11 จงหาจ านวน 2 จ านวนซ่ึงเป็นจ านวนเต็มท่ีมีค่าต่างกนั 10 และผลคูณของเลขทั้ง 2 
จ  านวน มีค่านอ้ยท่ีสุด 

วธีิท า  ให ้ x  เป็นเลขจ านวนท่ี 1  
                 10 x   เป็นเลขจ านวนท่ี 2 

ให ้ y  เป็นผลคูณของเลขทั้ง 2 จ านวน 
ดงันั้น xxxxy 10)10( 2    
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พิจารณาหาค่า x  ซ่ึงเป็นค่าวกิฤตจาก  0y  
  จะได ้         102  xy      

               0102 x  

                       102 x  
          5 x  

พิจารณาได ้2 กรณี 
- อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึง  

                     0y        0y   
  

เคร่ืองหมายเปล่ียนจากลบไปเป็นบวก แสดงวา่ใหค้่าต ่าสุดสัมพทัธ์ หรือพิจารณาอีกวธีิหน่ึงคือ  

- อนุพนัธ์อนัดบัสอง 
     02 y  ใหล้กัษณะเดียวกนั คือ ใหค้่าต ่าสุดสัมพทัธ์ 

                จ านวนท่ี 1 คือ 5x  และจ านวนท่ี 2 คือ 510510 x            
 ดงันั้น  2 จ านวน คือ 5 และ -5 
 
ตัวอย่าง 3.12 บริษทัแห่งหน่ึงตอ้งการท าก าไรมากท่ีสุดใน 1 เดือน จากการขายสินคา้ชนิดหน่ึง โดย
ตั้งราคาขายท่ีมีความสัมพนัธ์ของยอดขายเป็นหน่วยต่อปี โดยมีค่าวสัดุเส่ือม 10,000 บาท ตน้ทุน
ต่อช้ินในการผลิตสินคา้และค่าขนส่งท่ี 40 บาทต่อช้ิน และสมการของราคาขาย คือ x02.0500   
บาทต่อช้ิน บริษทัควรผลิตจ านวนก่ีช้ินจึงจะมีก าไรมากท่ีสุด 
วธีิท า  ให ้ x  เป็นจ านวนของยอดขายมีหน่วยเป็นช้ิน 
       r  เป็นฟังกช์นัของรายได ้
       c  เป็นฟังกช์นัของตน้ทุน 
       p  เป็นฟังกช์นัของก าไร 
สร้างสมการหาความสัมพนัธ์ 
  202.0500)02.0500()( xxxxxr   
  xxc 40000,10)(   
  000,1046002.0)40000,10(02.0500)( 22  xxxxxxp  

 ( - )              5  ( + ) 
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พิจารณาหาค่า x  ซ่ึงเป็นค่าวกิฤตจากฟังกช์นัของก าไร 0)(  xp  
  จะได ้    046004.0  x    

     46004.0 x  

             04.0

460
x  

                  500,11 x  ช้ิน 

ดงันั้น บริษทัตอ้งผลิตสินคา้ 11,500 ช้ินต่อเดือน จึงจะมีก าไรมากท่ีสุด 
 
ตัวอย่าง 3.13 จงหาขนาดของรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากท่ีมีพื้นท่ีมากท่ีสุด โดยมีความยาวเส้นรูป 120 
หน่วย 

วธีิท า  ให ้ A  เป็นพื้นท่ีของรูปส่ีเหล่ียมมุมฉาก 
        x  เป็นความกวา้งของรูปส่ีเหล่ียมมุมฉาก 
       y  เป็นความกวา้งของรูปส่ีเหล่ียมมุมฉาก 

หาความสัมพนัธ์ไดจ้ากโจทย ์
     ดงันั้น ความยาวเส้นรอบรูป 12022  yx  (1) 

                พื้นท่ี     xyA    (2) 

        

   รูปที ่3.16 รูปส่ีเหล่ียมมุมฉาก 
 ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

  จากสมการความยาวเส้นรอบรูปในสมการ (1) จะได ้ xy  60   
 และแทน y  ในสมการท่ี (2) 

 260)60( xxxxA    

- ทดสอบหาค่าวกิฤตจากเง่ือนไขของโจทยท่ี์ม่ีพื้นท่ีมากท่ีสุด 

    xA 260  

y

 

x
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- หาค่าวกิฤตจาก 0A  

    0260  x  
            602 x  

               30x  

 จาก xy  60  303060  y  

 ดงันั้น ความกวา้ง 30x และความยาว 30y คือรูปส่ีเหล่ียมจตุัรัสท่ีมีความยาวดา้นละ 
30 หน่วย ท่ีมีความยาวเส้นรอบรูป 120 หน่วย และมีพื้นท่ีมากท่ีสุดตามเง่ือนไข 

 

ตัวอย่าง 3.14 การเกิดปฏิกิริยาเคมีระหว่างอุณหภูมิมีหน่วยเป็นองศาเซลเซียส C  ในการทดลอง
คร้ังหน่ึงท่ีสัมพนัธ์กับเวลา t  มีหน่วยเป็นวินาทีตามสมการ 

21.06)( tttC   เม่ือเวลาท่ีเท่าใด
อุณหภูมิจะข้ึนสูงสุดและอุณหภูมิสูงสุดมีค่าเท่าใด 

วธีิท า        จากความสัมพนัธ์ของสมการ 21.06)( tttC   
- ทดสอบหาค่าวกิฤตจาก  ttC 2.06)(   
- หาค่าวกิฤตจาก 0)(  tC  

    02.06  t  

                    62.0 t  

             2.0

6
t  

                            30  วนิาที 

ดงันั้น เม่ือเวลา 30 วนิาที อุณหภูมิจะข้ึนสูงสุด 2)30(1.0)30(6)30( C  

            )900(1.0180   

            90180   

          90 องศาเซลเซียส 

    เม่ือเวลา 30 วนิาที อุณหภูมิจะข้ึนสูงสุด 90 องศาเซลเซียส 



140 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์ 
 

แคลคูลสั 1  
 

3.5 ความเร็ว ความเร่ง (Velocity, Acceleration) 

สมการของการเคล่ือนท่ีของวตัถุมีหลายวิธีในทางฟิสิกส์ มีทั้ งการเคล่ือนท่ีในแนวท่ี 
เส้นตรง แนวด่ิง และไม่ใช่เส้นตรง แต่จะกล่าวถึงเฉพาะความเร็ว ความเร่งการเคล่ือนท่ีของวตัถุใน
แนวเส้นตรงและอตัราสัมพทัธ์ท่ีมีความสัมพนัธ์ของอตัราส่วนของตวัแปรต่าง ๆ 

3.5.1 ความเร็ว ความเร่ง 
ความสัมพนัธ์ระหวา่งระยะทางท่ีเกิดจากการเคล่ือนท่ีเป็นแนวตรงเทียบกบัเวลา t 

ท่ีใชใ้นการเคล่ือนท่ีของวตัถุนั้น สามารถเขียนให้อยูใ่นรูปฟังก์ชนั )(ts  เรียกว่า “สมการ
ของการเคล่ือนท่ี” 

การหาความเร็วและความเร่ง 
1. ความเร็ว (Velocity) คือ อตัราการเปล่ียนแปลงการเคล่ือนท่ีของระยะทางเทียบกับ

เวลาท่ีใชใ้นการเคล่ือนท่ี 
 
 
                   

รูปที ่3.17 อตัราการเปล่ียนแปลงการเคล่ือนท่ี 
 ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

1.1 ความเร็วเฉล่ีย (Average velocity) คือ อัตราส่วนระหว่างระยะทางทั้ งหมดท่ี
เคล่ือนท่ีไดห้ารดว้ยเวลา 

t

tstts

t

s
vavr











)()(
 

 s   คือ ระยะทางท่ีเกิดจากการเคล่ือนท่ีของวตัถุจากท่ีหน่ึงไปอีกท่ีหน่ึง 

 t    คือ เวลาท่ีใชใ้นการเคล่ือนท่ีของวตัถุ 

ณ เวลา tt      

C 

จุดเร่ิมตน้ 0t  ณ เวลา t  

s s  
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1.2 ความเร็ว ณ ขณะเวลา t  ใด ๆ หรืออัตราการเปล่ียนแปลงขณะใดขณะหน่ึง 
(Instantaneous velocity) ของความเร็ว ซ่ึงเวลาท่ีใช้ในการเคล่ือนท่ีมีค่าน้อยมาก 
หรือ t   มีค่าเขา้ใกลศู้นย ์ )0( t  หรืออนุพนัธ์อนัดบัหน่ึง 

   
)(

)()(
lim

0

ts

t

tstts

dt

ds
v

t

avr











 

2. ความเร่ง (Acceleration) คือ อตัราการเปล่ียนแปลงของความเร็วเทียบกบัเวลา 
 
 
 
 

 

รูปที ่3.18 อตัราการเปล่ียนแปลงของความเร็ว 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
2.1 ความเร่งเฉล่ีย (Average acceleration) คือ อตัราส่วนระหวา่งความเร็วท่ีเปล่ียนไป

ทั้งหมดกบัช่วงเวลาท่ีเปล่ียนความเร็วนั้น 

      dt

dv
aavr   

  v   คือ ความเร็วของวตัถุท่ีเกิดจากการเคล่ือนท่ีของวตัถุจากท่ีหน่ึงไปอีกท่ีหน่ึง 

2.2 ความเร่ง ณ ขณะเวลา t  ใด ๆ หรืออัตราการเปล่ียนแปลงขณะใดขณะหน่ึง 
(Instantaneous velocity) ของความเร่ง ซ่ึงเวลาท่ีใช้ในการเคล่ือนท่ีมีค่าน้อยมาก 
หรือ t   มีค่าเขา้ใกลศู้นย ์ )0( t  หรืออนุพนัธ์อนัดบัสอง 

ณ เวลา t  ณ เวลา tt      

C 

v  vv   
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

)(

)()(
lim

0

2

2

ts

t

tstts

dt

sd

dt

ds

dt

d

dt

dv
a

t



















 

 
ตัวอย่าง 3.15 รถยนตค์นัหน่ึงเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงตามสมการของการเคล่ือนท่ีโดยท่ีความสัมพนัธ์
กบัเวลา t คือ 53)( 23  ttts  เมตร จงหา 

1. ระยะทาง ขณะเวลาท่ี 3 วนิาที 
2. ความเร็ว ขณะเวลาท่ี 3 วนิาที 
3. ความเร่ง ขณะเวลาท่ี 3 วนิาที        

            รูปที ่3.19 การเคล่ือนท่ีของรถยนต ์

วธีิท า 1. ระยะทางขณะ 3t               ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

  จาก 53)( 23  ttts  

   53)3(3 23   

   59)27(3   

   = 85 เมตร 
 
 
 
 

 

        รูปที ่3.20 กราฟของระยะทาง 

จุดเร่ิมตน้  

C 

s  
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รูปที ่3.21 กราฟของความเร็ว 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

2. ความเร็วขณะ 3t   

           
dt

ds
v   หรือ s  

                    53 23  tt
dt

d  

                    ttts 29)( 2   

                    )3(2)3(9)3( 2 s  

               = 9(9) + 6  
= 87 เมตรต่อวนิาที  

 
 

3. ความเร่งขณะ 3t    

                       
dt

dv
a   หรือ s   

                    tt
dt

d
29 2   

     218)(  tts  

    2)3(18)3( s  

   = 54 + 2  
= 56 เมตรต่อวนิาที2 

 
 
 
 
 
 
 
 รูปที ่3.22 กราฟของความเร่ง 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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ตัวอย่าง 3.16 ลูกแกว้ลูกหน่ึงถูกโยนข้ึนไปในอากาศดว้ยความเร็ว 30 เมตรต่อวินาที ตามแนวด่ิง 
และสมการของการเคล่ือนท่ีของลูกแกว้ซ่ึงเป็นความสูงจากพื้นดิน ttth 568)( 2   เมตร จงหา 

1. ความเร็วเฉล่ียในช่วงเวลา 2t  ถึง 4 วนิาที 
2. ความเร็ว ขณะเวลาท่ี 3t วนิาที 
3. ระยะทางท่ีลูกแกว้ข้ึนไปสูงสุด  
4. เวลาเท่าใดท่ีลูกแกว้ข้ึนไปไดสู้งเป็นระยะทาง 80 เมตร  

 
วธีิท า 1. ความเร็วเฉล่ีย arvv  ในช่วงเวลา 2t  ถึง 4 วนิาที 

    

t

thtth

t

h

t

s
varv
















)()(

 

                )4(56)4(8)4( 2 h   

             224128   

             96  

                )2(56)2(8)2( 2 h  

              11232   
             80  

           

2

16

2

8096

24

)2()4(











hh
vavr

 

                = 8 เมตรต่อวนิาที 

ดงันั้น ความเร็วเฉล่ียในช่วงเวลา 2t  ถึง 4 วนิาที คือ 8 เมตรต่อวนิาที 

h  

รูปที ่3.23 การเคล่ือนท่ีแนวด่ิง 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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2. ความเร็ว ขณะเวลาท่ี 3t  วนิาที 

จาก   
dt

ds
v    หรือ )(ts  

         5616)(  tth  

   56)3(16)(  th  

      5648  

       = 8 เมตรต่อวินาที 

ดงันั้น ความเร็ว ขณะเวลาท่ี 3t วนิาที คือ 8 เมตรต่อวนิาที 
 
3. ระยะทางท่ีลูกแกว้ข้ึนไปสูงสุด (กอ้นหินจะมีความเร็วเป็นศูนยห์รือ 0v ) 

จาก  
dt

ds
v   หรือ  )(ts   มีค่าเท่ากบั 0 

            0)(  th  

   05616  t  

               5616 t  

             5.3
16

56
 t วนิาที 

แทนค่า 5.3t ในสมการการเคล่ือนท่ี ttth 568)( 2    

        )5.3(56)5.3(8)5.3( 2 h  

                 = 98 + 196 

                = 294 เมตร 

ดงันั้น ระยะทางท่ีลูกแกว้ข้ึนไปสูงสุด  คือ 294 เมตร 
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4. เวลาเท่าใดท่ีลูกแกว้ข้ึนไปไดสู้งเป็นระยะทาง 80 เมตร ( 80h ) 

จาก              ttth 568)( 2   

                    tt 56880 2   

  080568 2  tt  

      01072  tt  

      0)5)(2(  tt  

                        5,2t  
 
3.5.2 อตัราสัมพทัธ์ (Related rates) 
 อัตราสัมพัทธ์ คือ อัตราการเปล่ียนแปลงของปริมาณใด  ๆ เม่ือเทียบกับการ
เปล่ียนแปลงของเวลา โดยถา้ตวัแปร x  เป็นฟังกช์นัของปริมาณใด ๆ (เช่น พื้นท่ี, ปริมาตร 

หรือน ้ าหนกั) ของเวลา t  แลว้อตัราสัมพทัธ์ x  คือ 
dt

dx  โดยตวัแปรท่ีสัมพนัธ์ของปริมาณ

อาจมีมากกว่าหรือเท่ากบั 1 ตวัข้ึนไปในสมการ และใช้กฎลูกโซ่ เพื่อใชแ้กปั้ญหาในการ
ค านวณ 

หมายเหตุ ถา้เวลาผา่นไป t เพิ่มข้ึน และ  

- ค่าตวัแปร x  เพิ่ม จะได ้
dt

dx  เป็นบวก (+) 

- ค่าตวัแปร x  ลด จะได ้
dt

dx  เป็นลบ (-) 

 
ตัวอย่าง 3.17 เคร่ืองเล่นด่ิงหอคอย (Space tower)  เคล่ือนท่ีข้ึนในแนวด่ิงดว้ยความเร็ว 250 เมตรต่อ
วนิาที โดยมีกลอ้งวดีีโอบนัทึกภาพตั้งอยูห่่างจากฐานดา้นล่างของเคร่ืองเล่น 120 เมตร จงหาวา่
ระยะทางระหวา่งกลอ้งบนัทึกวดีีโอบนัทึกภาพกบัเคร่ืองเล่นจะเปล่ียนไปดว้ยอตัราเร็วเท่าใด 
ขณะท่ีเคร่ืองเล่นอยูสู่ง 160 เมตร 
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วธีิท า ตอ้งการหา 
dt

ds  เม่ือเคร่ืองเล่นมีความสูงอยูท่ี่ 160 เมตร 

ให ้ s  เป็นระยะทางระหวา่งกลอ้งและเคร่ืองเล่น 

ให ้ y  เป็นความสูงของเคร่ืองเล่น 

หาความสัมพนัธ์ของรูป(โดยใชท้ฤษฎีบทปีทาโกรัส)  

จะไดส้มการ  222 120 ys     (1) 

    อตัราการเปล่ียนแปลงอตัราเร็วของระยะทางเม่ือเวลา t  ใด ๆ คือ  

       
dt

dy
y

dt

ds
s 22    

         
dt

dy
y

dt

ds
s    

           
dt

dy

s

y

dt

ds
    (2) 

โจทยก์ าหนดให้ความเร็วท่ีเคล่ือนท่ีในแนวด่ิง 250 เมตรต่อวนิาที 

    250
dt

dy
 เมตรต่อวินาที 

ความสูงของเคร่ืองเล่น 160 เมตร  
    160 y  เมตร 

 ระยะทางของกลอ้งบนัทึกภาพและเคร่ืองเล่น 
จากสมการท่ี (1)   222 160120 s  

    000,40600,25400,142 s  
          200000,40  s  เมตร 

แทนค่า s , y  และ 
dt

dy  ในสมการ (2) 

    200)250(
200

160


dt

ds  เมตรต่อวินาที 

 ดังน้ัน ขณะท่ีเคร่ืองเล่นอยูสู่ง 160 เมตร และระยะทางระหวา่งเคร่ืองเล่นกบักลอ้งห่างกนั 
120 เมตร จะเปล่ียนไปดว้ยอตัราเร็ว 200 เมตรต่อวนิาที 

120 

y = 160 s 

รูปที ่3.24 การเคล่ือนท่ีของเคร่ืองเล่นด่ิงหอคอย 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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ตัวอย่าง 3.18 จงหาอตัราการเปล่ียนแปลงของรัศมีเม่ือบรรจุแก๊สฮีเลียมใส่ในลูกโป่งทรงกลมดว้ย
อตัราเร็ว 5 ลูกบาศกเ์ซนติเมตรต่อวนิาที โดยท่ีลูกโป่งมีรัศมี 10 เซนติเมตร 

วธีิท า ให ้ r   เป็นรัศมีของลูกโป่ง 
      v  เป็นปริมาตรของลูกโป่ง 
 
 
 
 
 
 

 
หาความสัมพนัธ์จากปริมาตรของทรงกลม เพื่อหาอตัราการเปล่ียนแปลง 

    3

3

4
rv   

 
dt

dr
r

dt

dv 23
3

4
  

 อตัราการเปล่ียนแปลงของรัศมีเม่ือเวลา t  ใด ๆ 

dt

dv

rdt

dr
24

1


      (1) 

โจทยก์ าหนดให ้ r  = 10 เซนติเมตร และ 
dt

dv = 5 ลูกบาศกเ์ซนติเมตรต่อวินาที 

จากสมการท่ี (1)   
 

 5
104

1
2




dt

dr  

          
80

1
    เซนติเมตรต่อวนิาที 

ดังน้ัน อตัราการเปล่ียนแปลงของรัศมี มีค่า 
80

1 เซนติเมตรต่อวินาที 

รูปที ่3.25 ลูกโป่งท่ีบรรจุแก๊สฮีเลียม 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 

He 
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ตัวอย่าง 3.19 อ่างเก็บน ้ าทรงส่ีเหล่ียมมุมฉาก เม่ือท าการบรรจุน ้ าลงไปดว้ยอตัราการไหลเขา้ 15 
ลูกบาศกเ์มตรต่อนาที ถา้อ่างเก็บน ้ามีฐานกวา้ง 6 เมตร ยาว 10 เมตร และสูง 8 เมตร จงหาอตัราการ
เปล่ียนแปลงของระดบัน ้าท่ีสูงข้ึนเป็นเท่าใด 

 

 

 

 

 

 

 

วธีิท า  ให ้ v เป็นปริมาตรของอ่างเก็บน ้า 
        h เป็นความสูงของอ่างเก็บน ้า 

หาความสัมพนัธ์จากปริมาตรทรงส่ีเหล่ียมมุมฉาก 
  V = กวา้ง  ยาว  สูง 
     = 6  10  h 
         = 60h 

                             
dt

dh

dt

dv
60    (1) 

โจทยก์ าหนดให ้ 6
dt

dv จากสมการท่ี (1) จะได ้
dt

dh
606   

 ดงันั้น อตัราการเปล่ียนแปลงของระดบัน ้า เม่ือเวลา t  ใด ๆ 
dt

dh 0.1 เมตรต่อนาที  

หรือ10 เซนติเมตรต่อนาที 
 

10 
6 

8 

รูปที ่3.26 อ่างเก็บน ้าทรงส่ีเหล่ียมมุมฉาก 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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ตัวอย่าง 3.20 ถงัโลหะทรงกระบอกส าหรับเก็บน ้ ามนัมีจุดร่ัว ซ่ึงท าใหน้ ้ ามนัไหลออกไปดว้ยอตัรา 
16 ลูกบาศก์เซนติเมตรต่อวินาที โดยถงัมีขนาดเส้นผ่านศูนยก์ลาง 12 เซนติเมตร จงหาอตัราการ
ไหลออกของน ้ามนัจะลดลงเท่าใด 

 

 

 
 
 
 
 

วธีิท า  ให ้ v เป็นปริมาตรของทรงกระบอก 
         h เป็นปริมาตรของทรงกระบอก 
         r เป็นรัศมีของทรงกระบอก 

หาความสัมพนัธ์จากปริมาตรทรงกระบอก 

   hrv 2   โดย r = 8 

      = 64 h  

dt

dh

dt

dv
64   โดย 16

dt

dv  

dt

dh
6416   

  อตัราการไหลออกของน ้ามนั เม่ือเวลา t ใด ๆ 

64

16


dt

dh  

      
4

1
  

 ดังน้ัน อตัราการไหลออกของน ้ามนัจะลดลง 
4

1  เซนติเมตรต่อวินาที 

h 

8 

รูปที ่3.27 ถงัโลหะทรงกระบอก 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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ตัวอย่าง 3.21 กรวยกลมซ่ึงท ามุม 45 องศาในแนวด่ิง โดยมีอตัราคงท่ีของปริมาตรน ้ าอยู่ท่ี 30 
ลูกบาศกเ์ซนติเมตรต่อวนิาที เม่ือความสูงของน ้าท่ีระดบั 60 เซนติเมตร จงหา 

1.  อตัราความสูงของน ้าท่ีเพิ่มข้ึนต่อวนิาที 
2. อตัรารัศมีพื้นผวิของน ้าท่ีเพิ่มข้ึนต่อวินาที 
3. อตัราพื้นท่ีผวิของน ้าท่ีเพิ่มข้ึนต่อวนิาที 

วธีิท า  ให ้h เป็นความสูงของน ้า 
       r เป็นรัศมีพื้นผวิของน ้า 
       A เป็นพื้นท่ีผวิของน ้า 
       V เป็นปริมาตรของน ้า 
 
หาความสัมพนัธ์ไดจ้ากสูตร 

- ปริมาตรของกรวยกลม  hrV 2

3

1
     (1) 

- พื้นท่ีผวิ   2rA      (2) 

เน่ืองจากกรวยกลมท ามุม 45 องศา ดงันั้น hr   

จากสมการ (1) จะได ้   3

3

1
hV    

     2h
dh

dV
   

1. อตัราความสูงของน ้าเม่ือเทียบกบัเวลา คือ 
dt

dh
   

โดยใชก้ฎลูกโซ่   
dt

dV

dV

dh

dt

dh
      

           30
1

2


h
     

              
2

30

h
  

 

h 
r 

รูปที ่3.28 กรวยกลม 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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 เม่ือ 60h  อตัราความสูงของน ้าเม่ือเทียบกบัเวลา คือ 

                
22 )60(

3030




h
 

            
)600,3(

30


  

             
120

1
 เซนติเมตรต่อวินาที 

 

2. อตัรารัศมีพื้นผวิของน ้าเม่ือเทียบกบัเวลา คือ 
dt

dr
   

จากสมการ (2) จะได ้   r
dr

dA
2  

 

เน่ืองจาก hr   เม่ือ 60h   

อตัรารัศมีพื้นผวิน ้าเทียบกบัเวลา คือ 
120

1
  เซนติเมตรต่อวินาที 

 

3. อตัราพื้นท่ีผวิของน ้าเม่ือเทียบกบัเวลา คือ 
dt

dA
  

โดยใชก้ฎลูกโซ่   
dt

dr

dr

dA

dt

dA
  

           
2

30
2

r
r

dt

dA


    

                     
r

60
    

เม่ือ 60r  

 อตัราพื้นท่ีผวิน ้าเทียบกบัเวลา คือ 
r

60
   ตารางเซนติเมตรต่อวินาที 
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3.6 การประยุกต์อนุพนัธ์เกีย่วกบัรูปแบบไม่ก าหนด (Indeterminate forms)  
     และกฎโลปิตาล (L’Hopital’s rule) 

 การหาลิมิตของฟังก์ชนัในบทท่ี 1 ไม่สามารถสรุปไดว้า่ 
)(

)(
lim

xg

xf

ax
 หาค่าไดห้รือไม่ ถา้อยู่

ใ น รู ป แบ บ  



,

0

0  ห รื อ รู ป แบ บ อ่ื น ๆ  ซ่ึ ง เป็ น ลั ก ษ ณ ะ ท่ี บ อ ก ไม่ ไ ด้ เ ช่ น กั น  คื อ 
00 ,0,,0   และ 1  เรียกรูปแบบลกัษณะน้ีว่า “รูปแบบไม่ก าหนด” ในการหาค่าของ

รูปแบบดงักล่าว สามารถท าไดโ้ดยใช ้กฎโลปิตาล 

วธีิการใช้กฎโลปิตาล มีดงัน้ี 

1. รูปแบบ 



,

0

0  

 ก าหนดให้ f และ g เป็นฟังก์ชันของ x และ a เป็นจ านวนจริงใดๆ โดยท่ี 0)(lim 


xf
ax

 

และ 0)(lim 


xg
ax

 หรือ 


)(lim xf
ax

 และ 


)(lim xg
ax

 จะไดว้า่   

)(

)(
lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

axax 





 

เม่ือ 
)(

)(
lim

xg

xf

ax 




 หาค่าได ้หรือไม่เป็นค่าอนนัต ์

 ถ้า 
)(

)(
lim

xg

xf

ax 




 ยงัอยู่ในรูปแบบไม่ก าหนด 

0

0
 หรือ 




   อีก ให้ใช้กฎโลปิตาลซ ้ าอีก

จนกระทั่งได้ค่า )(lim )( xf n

ax
 และ )(lim )( xg n

ax
 ไม่เป็นศูนย์ หรือ   พร้อมกัน โดยท่ี n  เป็น

จ านวนเตม็บวก จะได ้
)(

)(

)(

)(
lim...

)(

)(
lim

)(

)(
lim

)(

)(
lim

)(

)(

)(

)(

xg

xf

xg

xf

xg

xf

xg

xf

xg

xf
n

n

n

n

axaxaxax













 

 

ตัวอย่าง 3.22 จงหาค่าของ 
x

x

x sin
lim

0
  

วธีิท า  เน่ืองจาก 
0

0

0sin

0

sin
lim

0


 x

x

x
  

  เป็นลิมิตท่ีอยูใ่นรูปแบบไม่ก าหนด แบบ 
0

0
 จึงสามารถใชก้ฎโลปิตาลได ้ 
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)(sin

)(

lim
sin

lim
00

x
dx

d

x
dx

d

x

x

xx 
  

                  
xx cos

1
lim

0
  

             
0cos

1
  

       
1

1
  

       1  
 

 

ตัวอย่าง 3.23 จงหาค่าของ 












 







2

9cos3
lim

2

  

วธีิท า  เน่ืองจาก 




























22

9
2

cos3

2

9cos3
lim

2












 

              
0

903 
  

              
0

93
  

               
0

33 
  

               
0

0
  

  เป็นลิมิตท่ีอยูใ่นรูปแบบไม่ก าหนด แบบ 
0

0  จึงสามารถใชก้ฎโลปิตาลได ้
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

























 















2

)9cos3(

lim

2

9cos3
lim

22
dx

d
dx

d

   

     
 10

)sin()9(cos
2

1
0

lim

2

1

2















 

     
1

)sin()9(cos
2

1

lim

2

1

2















 

     )(sin)9(cos
2

1
lim 2

1

2










  

     
2

1

2 )9(cos2

sin
lim













 

            
9cos2

sin
lim

2

9cos3
lim

22

















 














 

     
9

2
cos2

2
sin








 

     
902

1


  

     
92

1
  

     
)3(2

1
  

     
6

1
  
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ตัวอย่าง 3.24 จงหาค่าของ 
15

1
lim

0 

 

 x

x

x

e   

วธีิท า  เน่ืองจาก 
0

0

11

11

15

1

15

1
lim

0

0

0














 



ee
x

x

x
 

  เป็นลิมิตท่ีอยูใ่นรูปแบบไม่ก าหนด แบบ 
0

0  จึงสามารถใชก้ฎโลปิตาลได ้

      
)15(

)1(

lim
15

1
lim

00
















 x

x

xx

x

x

dx

d

e
dx

d

e         

   
05ln5

)1(0
lim

0 






 x

x

x

e
       

   
5ln5

lim
0 x

x

x

e


        

   
5ln50

0


e

      
5ln

1
        

 

ตัวอย่าง 3.25 จงหาค่าของ 
15

lim
2  xx

ex

x
 

วธีิท า  เน่ืองจาก 





 15
lim

2 xx

ex

x
 

  เป็นลิมิตท่ีอยูใ่นรูปแบบไม่ก าหนด แบบ 



  จึงสามารถใชก้ฎโลปิตาลได ้

  
)15(

)(

lim
15

lim
2

2









xx
dx

d

e
dx

d

xx

e
x

x

x

x
                 

                 
52

lim



 x

ex

x
 

            



       ยงัคงเป็นรูปแบบไม่ก าหนด แบบ 




  จึงตอ้งใชก้ฎโลปิตาลซ ้ า 
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)52(

)(

lim
52

lim




 

x
dx

d

e
dx

d

x

e
x

x

x

x
                     

                        
2

lim
x

x

e


  

                          

 

ตัวอย่าง 3.26 จงหาค่าของ  
 



 tanln

sinln
lim

0
 

วธีิท า  เน่ืองจาก  
 



 tanln

sinln
lim

0
=  

 0tanln

0sinln  =  



 

  เป็นลิมิตท่ีอยูใ่นรูปแบบไม่ก าหนด แบบ 



  จึงสามารถใชก้ฎโลปิตาลได ้

                             
 



 tanln

sinln
lim

0
= 

  

  






tanln

sinln

lim
0

d

d
d

d


    

        
 



 tanln

sinln
lim

0
  = 

 

 






tan

tan

1

sin
sin

1

lim
0

d

d
d

d


 

                             = 










tan

sec

sin

cos

lim
2

0
 

                             = 


2
0 sec

1
lim


 

                                            = 


2

0
coslim


 

          = 1
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2. รูปแบบไม่ก าหนดอ่ืน ๆ ท่ีอยูใ่นรูปแบบ )(0  ,  โดยจ าเป็นท่ีจะตอ้งจดัให้อยู่

ใน 

รูป  
0

0 หรือ 



 ก่อน จึงสามารถท าการใชก้ฎโลปิตาลได ้

 
ตัวอย่าง 3.27 จงหาค่าของ xx

x
lnlim 2

0

 

วธีิท า  เน่ืองจาก xx
x

lnlim 2

0

 = )(0    เป็นลิมิตท่ีอยู่ในรูปแบบไม่ก าหนด แบบ )(0   

ซ่ึงสามารถจดัใหอ้ยูใ่นรูป 


   และใชก้ฎโลปิตาลได ้

                    xx
x

lnlim 2

0
  = 

2

0 1

ln
lim

x

x

x 
 

                      = 
 










2

0 1

ln

lim

xdx

d

x
dx

d

x
     

                      = 
3

0 2

1

lim


  x

x
x

 

                      = 
2

lim
2

0

x

x



=  0 

 

ตัวอย่าง 3.28 จงหาค่าของ xx
x

cot2sinlim
0

 

วธีิท า เน่ืองจาก xx
x

cot2sinlim
0

 = )(0    เป็นลิมิตท่ีอยู่ในรูปแบบไม่ก าหนด แบบ )(0   ซ่ึง

สามารถจดัใหอ้ยูใ่นรูป 



  และใชก้ฎโลปิตาลได ้

                xx
x

cot2sinlim
0

  = 
x

x

x tan

2sin
lim

0
 

                       
  

     = 
 

 x
dx

d

x
dx

d

x
tan
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ตัวอย่าง 3.29 จงหาค่าของ  xx
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วธีิท า เน่ืองจาก  xx
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ซ่ึงสามารถจดัใหอ้ยูใ่นรูป 
0
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ตัวอย่าง 3.30 จงหาค่าของ 
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ซ่ึงสามารถจดัใหอ้ยูใ่นรูป 
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3. รูปแบบไม่ก าหนดอ่ืนๆ ท่ีอยูใ่นรูปแบบ 00 , 0 หรือ 1 โดยจ าเป็นท่ีจะตอ้งจดัใหอ้ยู ่

ในรูป 
0

0
 หรือ 




   ก่อน จึงสามารถท าการใชก้ฎโลปิตาลได ้

 
ตัวอย่าง 3.31 จงหาค่าของ 2
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 = 00  ซ่ึงจะตอ้งจดัให้อยู่ในรูปท่ีสามารถใชก้ฎโลปิตาลได ้โดยการใส่ 
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ตัวอย่าง 3.32 จงหาค่าของ 
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 = 0  ซ่ึงจะตอ้งจดัให้อยู่ในรูปท่ีสามารถใช้กฎโลปิตาลได ้โดย

 การใส่ ln เพื่อก าจดัก าลงัให้
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ตัวอย่าง 3.33 จงหาค่าของ 
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วธีิท า เน่ืองจาก 
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บทสรุป 
 การประยุกต์อนุพนัธ์ หากพิจารณาร่วมกบับทท่ีผ่านมา สามารถน ามาต่อยอดใช้ค  านวณ
แกไ้ขโจทยปั์ญหาในการหาค่าต ่าสุดหรือสูงสุดของฟังกช์นัได ้โดยน าไปหาค่าอนุพนัธ์ของฟังกช์นั
เพื่อหาค่าวิกฤตท่ีท าให้มีค่าต ่าสุดหรือสูงสุดตามเง่ือนไข แลว้จะไดค้  าตอบของสมการหรือฟังก์ชนั
นั้น ๆ และน าไปสรุปผลในสาขาวชิาต่าง ๆ ได ้เช่น  
 1. การหาอตัราการเปล่ียนแปลงของก๊าซ แก๊ส การไหลต่าง ๆ ของสารเคมี ทางเคมี 
 2. การค านวณหาความเร็ว ความเร่ง ทางฟิสิกส์  
 3. การหาอตัราการเกิด การเจริญเติบโต การตาย ทางชีววทิยา 
 4. การหาการเปล่ียนแปลงของเวลาในการประมวลผลของโปรแกรม ทางคอมพิวเตอร์  
 5. การหาจุดคุม้ทุน ก าไร ขาดทุน ทางดา้นบริหารธุรกิจหรือเศรษฐศาสตร์ เป็นตน้ 
 
แบบฝึกหัดท้ายบทที ่3 

1. จงหาจุดวกิฤต ค่าต ่าสุดหรือสูงสุดสัมพทัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 
 1.1  1842)( 23  xxxxf                   

 1.2  3

2

3

5

)( xxxf    

 1.3 34)( xxf      

 1.4 
2

3
18

2

15
)( 23  xxxxf   

 1.5 42)( 23  xxxf     

 1.6 
x

xxf
4

)(    

 1.7 
1

)1(
)(

2

2






x

x
xf     

2. โยนลูกบอลข้ึนไปในอากาศ ความสัมพนัธ์ระหวา่งท่ีลูกบอลอยูห่่างจากพื้นดิน s  เมตรหลงัจาก
โยนลูกบอลข้ึนไป t  วนิาที เป็นไปตามสมการ จงหาระยะทางท่ีลูกบอลข้ึนไปไดสู้งสุด 
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3. กระดาษแข็งรูปส่ีเหล่ียมจตุัรัสยาวดา้นละ 10 ซม. ตอ้งการตดัมุมทั้งส่ีออกเป็นรูปส่ีเหล่ียมจตุัรัส
ยาวด้านละ x  ซม. แล้วพบัตามรอยเส้นประเพื่อเช่ือมท ากล่องฝาเปิดดงัรูป x  ควรจะมีค่าเท่าไร
กล่องจึงจะมีปริมาตรมากท่ีสุด และมีปริมาตรมากท่ีสุดเท่าไร    

4. พ่อคา้คนหน่ึงทราบว่าถา้เขาตั้งราคาสินคา้อย่างหน่ึงช้ินละ 20 บาท ในหน่ึงสัปดาห์เขาจะขาย
สินคา้ได ้1,000 ช้ิน  ถา้เขาลดราคาลงช้ินละ 1 บาท เขาจะขายสินคา้ไดเ้พิ่มอีก 100 ช้ินเป็น 1,100 
ช้ิน ถา้เขาลดราคาลงช้ินละ 2 บาท เขาจะขายส้ินคา้ไดเ้พิ่มอีก 200 ช้ิน เป็น 1,200 ช้ิน ถา้เป็นเช่นน้ี
เร่ือย ๆ ไ ป เขาควรจะตั้งราคาสินคา้เท่าไรจึงจะมีเงินจากการขายมากท่ีสุด 

5. ตอ้งการน าเชือกท่ีมีความยาว 160 เมตร ไปลอ้มรอบท่ีดินเป็นรูปส่ีเหล่ียมมุมฉาก เพื่อให้ไดพ้ื้นท่ี
มากท่ีสุด จงหาความกวา้งและความยาวในการลอ้มรอบท่ีดิน   

6.  กล่องใบหน่ึงเคล่ือนท่ีในแนวเส้นตรง โดยมีสมการการเคล่ือนท่ี 53
3

2 3  tts หน่วย จงหา

ความเร็วและความเร่งของกล่อง เม่ือเวลาผา่นไป 3 นาที  

7.  ถา้ระยะทางท่ีรถยนตเ์คล่ือนท่ีเม่ือเวลา t  ใดๆ ตามสมการ 496 23  ttts โดยท่ี s มีหน่วย
เป็นกิโลเมตร และ t  มีหน่วยเป็นนาที จงหา 
 7.1 ระยะทางและความเร่ง เม่ือความเร็วมีค่าเป็นศูนย ์
 7.2 ระยะทางและความเร่ง เม่ือความเร่งมีค่าเป็นศูนย ์

8.  บนัไดหน่ึงยาว 5 เมตร โดยปลายดา้นบนพิงก าแพงแต่เกิดการล่ืนไถล ปลายดา้นล่างของบนัได
อยูบ่นพื้นดินเคล่ือนไถลห่างออกจากก าแพง 3 เมตร ดว้ยความเร็ว 2 เมตรต่อวินาที ในขณะท่ีปลาย
ดา้นล่างของบนัไดอยู่ห่างจากก าแพงเป็นระยะทาง 3 เมตร จงหาว่าปลายด้านบนจะเคล่ือนลงท่ี
ขอบก าแพงดว้ยความเร็วเท่าใด    

9.  ในการแข่งขนัการก่อกองทรายเป็นรูปเจดีย ์ซ่ึงเททรายบนยอดดว้ยความเร็ว 3 ลูกบาศก์ฟุตต่อ
วินาที โดยท่ีกองทรายยงัคงรูปเดิมและส่วนสูงของรัศมีจะเท่ากบัรัศมีของฐานกองทราย จงหาว่า
ส่วนสูงของกองทรายจะเพิ่มข้ึนดว้ยความเร็วเท่าใด ขณะท่ีกองทรายมีความสูง 6 ฟุต 

10. แผน่โลหะกลมเม่ือไดรั้บความร้อนจะขยายตวั โดยเส้นรอบวงจะยาวเพิ่มข้ึนดว้ยอตัราเร็ว 4 
เซนติเมตรต่อนาที จงหาพื้นท่ีหนา้ตดัของแผน่โลหะจะเพิ่มข้ึนดว้ยอตัราเร็วเท่าใด   
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11. จงหาค่าลิมิตต่อไปน้ี โดยใชก้ฎโลปิตาล 

 11.1 
7

23
lim

2

2





 x

xx

x
     11.2 

4

2
lim

4 



 x

x

x
 

 11.3 
1

15
lim

3

3





 x

xx

x
    11.4  

x

x

x tan
lim

0
 

 11.5  
x

xe x

x

cos
lim




    11.6  

1

1
lim

2

4

1 



 x

x

x
 

 11.7  
x

a x

x

1
lim

0




    11.8  

2

37
lim

2 



 x

x

x
 

 11.9  











 2

1

4

4
lim

22 xxx
   11.10 

xx

x

2
lim

2


 

 11.11 x

x
x3lim


     11.12 














x

x
x 1

1

1
lim   

 11.13   x

x
x

2

0
arcsinlim


    11.14   x

x

x
tan

2

sinlim




  

 11.15 
x

n

x e

x


lim      11.16 

x

x

x 3tan

tan
lim

2




 

 11.17   x

x

x
cos

2

tanlim




    11.18 
30

sin
lim

x

xx

x




 

 11.19
 xe

xe
x

x

x 4
lim

22






    11.20

 1

19
lim





 x

x

x
   

 11.21 









 xxx ln

1

1

1
lim

1

   11.22 x

x
x

0
lim  

 
เอกสารอ้างองิ  

กฤษณะ เนียมมณี. (2543). แคลคูลสัส าหรับธุรกจิ I. กรุงเทพมหานคร : พิทกัษก์ารพิมพ.์ 

จินดา อาจริยะกุล. (2545). อนุพนัธ์และการประยุกต์. กรุงเทพมหานคร : พิทกัษก์ารพิมพ.์ 

ด ารงค ์ ทิพยโ์ยธา, ยวุรีย ์พนัธ์กลา้ และณฏัฐนาถ ไตรภพ (2547). แคลคูลสั 1. กรุงเทพมหานคร : 
 ส านกัพิมพแ์ห่งจุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลยั. 

นวลอนงค ์ตนัตระกูล. (2543). แคลคูลสัและเรขาคณติวเิคราะห์ 1. กรุงเทพมหานคร: ว.เพช็รสกุล. 



บทที่  3  การประยุกต์ของอนุพันธ์  | 167 

 Calculus 1 
 

มนสั ประสงค.์ (2535). แคลคูลสัส าหรับวิศวกร 1. กรุงเทพมหานคร : ส านกัพิมพศู์นยส่์งเสริม
 วชิาการ. 

ภิรดี ฤทธิเดช. (2560). แคลคูลสัพืน้ฐาน. คณะวทิยาศาสตร์และเทคโนโลย ีมหาวทิยาลยัเทคโนโลยี
 ราชมงคลกรุงเทพ. 

ราชบณัฑิตยสถาน. (2549). ศัพท์คณติศาสตร์ ฉบับราชบัณฑิตยสถาน. (พิมพค์ร้ังท่ี 9).  
 กรุงเทพมหานคร : ราชบณัฑิตยสถาน. 

วรรณา ไชยวโิน. (2535). แคลคูลสัและเรขาคณติวเิคราะห์ 2. กรุงเทพมหานคร : ส านกัพิมพศู์นย์
 ส่งเสริมวชิาการ. 

วิรัตน์  สุวรรณาภิชาติ . (2555). แคลคูลัส 1. (พิมพ์คร้ังท่ี  4). กรุงเทพมหานคร : ส านักพิมพ์
มหาวทิยาลยัเกษตรศาสตร์. 

วิริยะ ศิ ริชานนท์. (มปป). แคลคูลัส 1 ส าหรับวิศวกร. คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
มหาวทิยาลยัเทคโนโลยรีาชมงคลกรุงเทพ. 

อรอนงค์ บุญคล่อง. (2557). แคลคูลัส 1. (พิมพ์คร้ังท่ี  5). กรุงเทพมหานคร : ทริปเพิ้ล เอ็ด
 ดูเคชัน่. 

องัสนา จัน่แดง และวิภาวรรณ สิงห์พร้ิง. (2545). แคลคูลัส 1. ภาควิชาคณิตศาสตร์ มหาวิทยาลยั
เทคโนโลยพีระจอมเกลา้ธนบุรี. 

อ าพล ธรรมเจริญ. (2547). แคลคูลัสและเรขาคณิตวิเคราะห์ ตอนที่ 1. กรุงเทพมหานคร : พิทกัษ์
การพิมพ.์ 

William L. Briggs, Denver L. Cochran and Eric L. Schulz. (2013). Calculus for Scientists and 
 Engineers. (1st ed.). USA: Pearson Education, Inc. 



168 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์ 
 

แคลคูลสั 1  
 

 

 


